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úåøòäå íééåðéù - íééñéñáä íééèðîñä íéñçéä :'è ÷øô

.ïéîé óâàáù A úà èéîùäì ùé øôñá 9.5 ìéâøúáù äçñåðá .úåòè ïå÷éúúåòè ïå÷éúúåòè ïå÷éú

.φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá íéàáä íéèôùîä úà çëåä .ìéâøú 9.8ìéâøú 9.8ìéâøú 9.8
øåáò Pi1 , . . . , Pik

ïéáî íä åá íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôäù íé÷åñôä áéùçúá ÷åñô φ éäé .à
.sub(φ; P1, . . . , Pn; ψ1, . . . , ψn) = sub(φ; Pi1 , . . . , Pik

; ψi1 , . . . , ψik
) íéé÷ æà .i1 < . . . < ik ≤ n

äðééäúå P1, . . . , Pn íä åá íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôäù íé÷åñôä áéùçúá ÷åñô φ éäé .á
φ ìù êøåàì äååù åà ìåãâ sub(φ;−→P ;−→ψ ) ìù êøåàä æà .íéñçéä áéùçú ìù úåàçñåð ψ1, . . . , ψn

.(íéñçéäå íé÷åñôä éáéùçúá úåæåøçîä úáéúë ìù äèéù äúåàá íéùîúùî åðàù éàðúá)
÷åñôá æà Q1, . . . , Qn ïéáî íä åá íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôäù íé÷åñôä áéùçúá ÷åñô φ éäé .â

.φ êøåàë àåä åëøåàå P1, . . . , Pn ãáìî íééãåñé íé÷åñô íéòéôåî àì sub(φ;−→Q ;−→P )
äðééäú ,P1, . . . , Pn ïéáî íä åá íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôäù íé÷åñôä áéùçúá ÷åñô φ éäé .ã
íéòéôåî ψi ìù íéðîéñä ìë æà .φ-á òéôåîä ÷åñô Pi éäéå ,íéñçéä áéùçú ìù úåàçñåð ψ1, . . . , ψn

.ψi êøåàì äååù åà ìåãâ sub(φ;−→P ;−→ψ ) êøåàå ,sub(φ;−→P ;−→ψ ) -á
éäéå ,Q1, . . . , Qn ïéáî íä åá íéòéôåîä íééãåñéä íé÷åñôäù íé÷åñôä áéùçúá ÷åñô φ éäé .ä
.ρ = sub(φ;−→Q ;−→P ) ïîñðå äæî äæ íéðåù íééãåñé íé÷åñô P1, . . . , Pn åéäé .χ = sub(φ;−→Q ;−→ψ )

.χ = sub(ρ;−→P ;−→ψ ) æà

.äòéøë àéä L ìù úåéâåìåèåàèä úöåá÷ .íéñçéä áéùçúì äòéøë äéðî úá äôù L éäú èôùî 9.8.1èôùî 9.8.1èôùî 9.8.1
ãåàî àåä øàúðù íúéøåâìàä .L ìù äéâåìåèåàè àéä úæåøçî íà ÷ãåáä íúéøåâìà äúò øàúð .äçëåääçëåääçëåä

.äðåëðä äáåùúä úà ãéîú ïúåð àåäù çéëåäì ì÷å åúåà øàúì ì÷ù êëá àåä åðåøúéå ìéòé àì
-îéñäùå n øúåéä ìëì àåä íëøåàù íé÷åñôä áéùçú ìù íé÷åñôä ìëá ïðåáúð n êøåàá φ úæåøçî ïúðäá
áåùéçá ,àåä åììä íé÷åñôä øôñî .(, ),¬,∧,∨,→, P1, . . . , Pn íéðîéñä ïéáî íä íäá íéòéôåîä íéð
ìù äéâåìåèåàè àåä íà íé÷ãåá äæë ÷åñô ìëì .íäìù äîéùø øåöéì øùôàå ,(n + 7)n øúåéä ìëì ,ñâ
íéøéàùîå ,äòéøë àéä íé÷åñôä áéùçú ìù úåéâåìåèåàèä úöåá÷ éë éøùôà øáãäå ,íé÷åñôä áéùçú
íéòéôåîä íéðîéñäù úåàçñåð ìù ψ1, . . . , ψn úåé-n-ä ìëá íéððåáúî úòë .åììä úåéâåìåèåàèä úà ÷ø
(n + 1)n2

øúåéä ìëì àåä åìà úåé-n øôñî .n øúåéä ìëì àåä ïäá äçñåð ìë êøåàùå φ-á íéàöîð íäá
ìëá P1, . . . , Pn øåáò åììä ψ1, . . . , ψn úåé-n-ä ïî úçà ìë äúò íéáéöî .íäìù äîéùø øåöéì øùôàå
íàå ,L ìù äéâåìåèåàè àéä φ æà φ úà úðúåð åììä úåáöää úçà íà .äîéùøá úåéâåìåèåàèä ïî úçà

.L ìù äéâåìåèåàè äðéà φ æà φ úà úðúåð äðéà úåáöää ïî úçà óà
úìá÷úî φ æà úéáåéç àéä äáåùúä íà .äðåëðä äáåùúä úà ïúåð äæ íúéøåâìàù äúò çéëåð
ãöî .äéâåìåèåàè àéä φ ïëìå íé÷åñôä áéùçú ìù äéâåìåèåàèá ψ1, . . . , ψn úåàçñåð ìù äáöä é"ò
ìù ψ1, . . . , ψm úåàçñåð úáöä é"ò úìá÷úî àéä æà íéñçéä áéùçú ìù äéâåìåèåàè àéä φ íà éðù
'á9.8 éôì .íé÷åñôä áéùçú ìù λ äéâåìåèåàèá Q1, . . . , Qm íééãåñé íé÷åñô øåáò íéñçéä áéùçú
äáåùú ïúé àåä åìà ψ1, . . . , ψm -å λ úà ùåâôé íúéøåâìàä íà .n àåäù φ êøåàì äååù åà ïè÷ λ êøåà
n ìò äìåò åðéàù êøåàá äéäú ψ1, . . . , ψm úåàçñåðä ïî úçà ìëù êéøö íúåà ùåâôì éãë ìáà ,úéáåéç
íéìåëé åðà ùøãðë íðéà ψ1, . . . , ψm íàù äúò äàøð .φ-á íéòéôåîä íéðîéñä ïî úáëøåî äéäúùå
íééãåñéä íé÷åñôäù çéðäì íéìåëé åðà 'à9.8 øåàì .úåùéøãä øçà úåàìîîä úåøçà úåàçñåðì øåáòì
íé÷åñôäî ãçà ìë 'ã9.8 éôì .n øúåéä ìëì àåä λ êøåà éë ,m ≤ n ïëìå λ-á íéòéôåî íìåë Q1, . . . , Qm

éôì æà ,ρ = sub(λ;−→Q ;−→P ) éäé .n ìò äìåò åðéà åëøåàå φ-á íéòéôåîä íéðîéñä ïî áëøåî ψ1, . . . , ψm

äìåò åðéà àåä ïëìå λ êøåàë àåä ρ ìù êøåàä 'â9.8 éôì .φ = sub(ρ; P1, . . . , Pm; ψ1, . . . , ψm) 'ä9.8
ïååéëî .íé÷åñôä áéùçú ìù äéâåìåèåàè àåä ρ íâ ,øôñá 3.69 éôì ,æà äéâåìåèåàè àéä λ-ù ïååéëî .n ìò
ïä ψm+1, . . . , ψn -ù ïëéä ,φ = sub(ρ; P1, . . . , Pn; ψ1, . . . , ψn) ,'à9.8 éôì ,íâ íéé÷ m ≤ n -ù
êìäîá úìá÷úî ì"ðä íúéøåâìàá ïëì .φ-áù íéðîéñä ïî úåáëøåîä L ìù n ≥ êøåàá ïäùìë úåàçñåð
úàæ ρ äéâåìåèåàèá P1, . . . , Pn øåáò åìà ψ1, . . . , ψn ìù äáöää úåéâåìåèåàèá úåàçñåðä úåé-n úáöä
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.úéáåéç äáåùú ïúåð íúéøåâìàäå

íééùôåç íééùéà íéðúùîì äáöä

øáéà àåä x øùàë ,x ìò åäùî úøîåà úàæ äçñåð .∃y(y ≺ x) äçñåðá ïðåáúð .éùéà äðúùîì äáöä 9.15.éùéà äðúùîì äáöä 9.15.éùéà äðúùîì äáöä 9.15
äî .∃y(y ≺ zux) íéáúåë åðà z+x ìò øáã åúåà øîåì íéöåø åðà íà .x äðúùîä ìù êøòä àåäù íìåòä
áéöäì êøåöä íòô óà øøåòúî àì úàæ úîåòì .x øåáò zux úà ∃y(y ≺ x) äçñåðá åðáöäù àåä åðéùòù
äðúùîä ìù äôìçää úà íâ øéëæð êùîäá .y ìò øáã úøîåà äðéà úàæ äçñåð éë y øåáò äçñåð äúåàá
äôìçäì .∃z(z ≺ x) äçñåðä úà åðì úðúåðä ,z ìùîì ,øçà äðúùîá ∃y(y ≺ x) äçñåðá y úîåëîä
úîøåâ àéäù êëá äçñåðä úåòîùî úà äðùîä äáöäì ãåâéðá éë äôìçä ÷ø àìà äáöä àø÷ð àì úàæ
.äçñåðä úåòîùî úà ììë äðùî äðéà úîåëî äðúùî úôìçä íéøçà íéîöòì ñçééúäì ììë êøãá äì
.úåàçñåðä ìù íééùôåçä íéðúùîì äáöä ìò íéøáãî åðà úåàçñåðá äáöä ìò íéøáãî åðà øùàë ïëì

úé-n ~t = 〈t1, . . . , tn〉 éäúå äæî äæ íéðåù íééùéà íéðúùî úé-n ~x = 〈x1, . . . , xn〉 éäú .äøãâä 9.16äøãâä 9.16äøãâä 9.16
.íöò úåîù

.ïî÷ìãë t úøéöé ìò äéñøå÷øá úøãâåî sub(t;−→x ;−→t ) ,t íöò íùá íééùéà íéðúùîì äáöää .à
.sub(xi;−→x ;−→t ) = ti ,1 ≤ i ≤ n øåáò ,t = xi -ì (i)

.sub(u;−→x ;−→t ) = t æà x1, . . . , xn -î äðåùä (äðúùî åà òåá÷) éùéà ïîéñ àåä t íà (ii)
t = G(t1, . . . , tk) -ì (iii)

.sub(G(r1, . . . , rk);−→x ;−→t ) = G(sub(r1;−→x ;−→t ), . . . , sub(rk;−→x ;−→t ))
φ úøéöé ìò äéñøå÷øá úøãâåî ,sub(φ;−→x ;−→t ) ,φ äçñåðá íééùôåç íééùéà íéðúùîì äáöää .á

.ïî÷ìãë
φ = R(r1, . . . , rm) úéîåèà äçñåð øåáò

ìáà ïéîé ãöá íâ äòéôåî sub äìåòôä .úåéîåèà úåàçñåðì sub ìù ìù úùøåôî äøãâä úàæù áì åîéù
.'à-á øáë äøãâåäù íöò úåîùì äáöää úìåòô àéä úàæ

sub(R(r1, . . . , rm);−→x ;−→t ) = R(sub(r1;−→x ;−→t ), . . . , sub(rm;−→x ;−→t ))
� éîå÷î-åã øù÷ é"ò úåìá÷úîä úåàçñåð øåáò

sub(ψ�χ;−→x ;−→t ) = sub(ψ;−→x ;−→t ) � sub(χ;−→x ;−→t )
sub(¬ψ;−→x ;−→t ) = ¬ sub(ψ;−→x ;−→t ) úåìéìù øåáò

úåîéë é"ò úåìá÷úîä úåàçñåð øåáòå

sub(Qyψ;−→x ;−→t ) =





Qy sub(ψ;−→x ;−→t ) x1, . . . , xn -î ãçà åðéà y íà

1 ≤ i ≤ n ,y = xi íà
Qy sub(ψ; x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn; t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn)

úîåëî xi äðúùîäå Qxiψ àéä íéáéöî äá äçñåðä sub(Qyψ;−→x ;−→t ) úøãâä ìù ïåúçúä äø÷îá
.ψ-á xi øåáò íéáéöî åððéà ïëìå äúîãé÷á

.9.16-á åîë ~t-å ~x åéäé .äîì 9.17äîì 9.17äîì 9.17
.íöò íù àåä sub(t;−→x ;−→t ) t íöò íù ìëì .à

.φ äçñåðäå t íöòä íù úøéöé ìò äéö÷åãðéàá .äçëåä.äçëåä.äçëåä .äçñåð àéä sub(φ;−→x ;−→t ) φ äçñåð ìëì .á
.sub(t;−→x ;−→t ) = t æà t íöòä íùá íéòéôåî íðéà x1, . . . , xn íéðúùîä íà .à .äîì 9.17.1äîì 9.17.1äîì 9.17.1

ìò äéö÷åãðéàá .äçëåä.äçëåä.äçëåä .sub(φ;−→x ;−→t ) = φ æà φ äçñåðá íéòéôåî íðéà x1, . . . , xn íéðúùîä íà .á
.φ äçñåðäå t íöòä íù úøéöé

-åðá x äðúùî øåáò t íöò íù ìù äáöää úøèî ?äúøèî?äúøèî?äúøèî úàúàúà äâéùîäâéùîäâéùî éùôåçéùôåçéùôåç äðúùîìäðúùîìäðúùîì äáöääáöääáöä íàäíàäíàä 9.189.189.18
úâùåî äðéà úàæ äøèî éë äúò äàøð .x ìò úøîåà φ-ù äî úà t ìò úøîåàä äçñåð ìá÷ì àéä φ äçñ
úà úàæ äçñåðá íéáéöî øùàë .x-î ìåãâä åäùî íéé÷ù úøîåàä ∃y(x ≺ y) äçñåðá ïðåáúð .ãéîú
äî úà z + 1 ìò úøîåà úàæ äçñåð .∃y(z u 1 ≺ y) äçñåðä úà íéìá÷î x øåáò z u 1 íöòä íù
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äçñåðá áéöð íà úàæ úîåòì .z + 1 -î ìåãâä åäùî íéé÷ù úøîåà àéä éë x ìò úøîåà ∃y(x ≺ y) -ù
äðéà äúò åðìá÷ù äçñåðä .∃y(y u 1 ≺ y) äçñåðä úà ìá÷ð x øåáò y u 1 íöòä íù úà ∃y(x ≺ y)
åîöòî ìåãâä åäùî íéé÷ù úøîåà àéä àìà ,ìá÷ì åðéöøù éôë ,y + 1 -î ìåãâä åäùî íéé÷ù úøîåà
ìù ãé÷ôúäù êëá äöåòð äáéñä ?åðéôéö äì äàöåúä úà úðúåð äðéà äðåøçàä äáöää òåãî .1 ñåìô
ïî ãøôðá íöòä íùá òéôåä y øùàë éë äáöää éãë êåú äðúùä y u 1 íöòä íùá òéôåîä y äðúùîä
äðúùîì y êôä äçñåðá íöòä íù áöåä øùàëå ,äîùää ïî åëøò úà ìá÷îä äðúùî äéä àåä äçñåðä

.äàáä äøãâää é"ò íéôåðî äúøèî úà äâéùî äðéà äáöää íäá åìà íéø÷î .úîåëî

φ äçñåðá x éùéàä äðúùîä øåáò t íöòä íù ìù äáöäì úåøùëääáöäì úåøùëääáöäì úåøùëä úà íéøéãâî åðà .äøãâä 9.19äøãâä 9.19äøãâä 9.19
.ïî÷ìãë φ úøéöé ìò äéñøå÷øá

.φ-á x øåáò äáöäì øùë t æà úéîåèà äçñåð φ íà .à
.ψ-á x øåáò äáöäì øùë àåä íà φ-á x øåáò äáöäì øùë t æà φ = ¬ψ íà .á

.χ-áå ψ-á x øåáò äáöäì øùë àåä íà φ-á x øåáò äáöäì øùë t æà φ = ψ�χ íà .â
.φ-á x øåáò äáöäì øùë t æà φ = Qxψ íà .ã

äáöäì øùë àåä íà φ-á x øåáò äáöäì øùë t æà ,x-î äðåùä äðúùî àåä u-ù ïëéä ,φ = Quψ íà .ä
.u äðúùîä òéôåî t-áå φ-á éùôåç àåä x íà àìà ψ-á x øåáò

äáöäì øùë t íöò íù ìë æà φ äçñåðá éùôåç åðéà x äðúùî íà úàæ äøãâä éôì éë áì íéùì ùé .9.19.19.19.19.19.1
.φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá äçëåää .φ-á x øåáò

éùôåç àåä y äðúùî æà .1 ≤ i ≤ n øåáò φ-á xi øåáò äáöäì øùë ti éäéå ,äçñåð φ éäú .ìéâøú 9.19.2ìéâøú 9.19.2ìéâøú 9.19.2
åäùìë 1 ≤ i ≤ n øåáò íà åà x1, . . . , xn íéðúùîä ãçà åðéàå φ-á éùôåç àåä ííà sub(φ;−→x ;−→t ) -á

.ti-á òéôåî y-å φ-á éùôåç xi

.φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá ïàë øåîàä úà çëåä æàå ,íöòä úåîùì ñçéá äìéá÷îä äðòèä úà çëåäå çñð

íéðúùî úé-n −→x ,A-ì äîùä s ,äðáî A éäé .íééùôåç íéðúùîì äáöää ìò éèðîñä èôùîä 9.22íééùôåç íéðúùîì äáöää ìò éèðîñä èôùîä 9.22íééùôåç íéðúùîì äáöää ìò éèðîñä èôùîä 9.22
.íöò úåîù úé-n −→t -å äæî äæ íéðåù íééùéà

.s
(

x1

A(t1)[s]
, . . . ,

, . . . ,

xn

A(tn)[s]

)
úà s′-á ïîñð

A(sub(t;−→x ;−→t ))[s] = A(t)[s′] t íöò íù ìëì .à
æà φ äçñåðá xi øåáò äáöäì øùë ti 1 ≤ i ≤ n ìëì íà .á

A(sub(φ;−→x ;−→t ))[s] = A(φ)[s′]

éôë íééøáâìà íééåèéáì äáöää úåòîùî ãåñéá ãîåòä ïåéòøä àåä äæ èôùî ìù éñéñáä ïåéòøä .øáñä.øáñä.øáñä
.ïåéòø åúåà ìò íéññåáî íä íâ øùà 9.5-å 3.67 íéèôùîì ãàî äîåã äæ èôùî ïë ìòå ,3.67-á øáñåäù
ìá÷úîä éåèéá ìù êøòä úà ìá÷ì íéöåø åðà øùàëù àåä ,äáöäá øáåãî åá íå÷î ìëá øæåçä ,äæ ïåéòø
ìù äîùä äúåàáå äðáî åúåàá íéëøòä úà äìéçú íéáùçî åðà íéðåúð äîùäáå äðáîá äáöä é"ò
,äáöää òåöéá éðôì ,íéáéöî åðà åá éåèéáä ìù êøòä úà íéáùçî åðà æàå íéáéöî åðà íúåà íééåèéáä
íúåàù íééåèéáä ìù íéëøòä úà íéîéàúîä úåîå÷îá íäá åðñðëäù é"ò åð÷åú øùà äîùäá åà äðáîá

.íéáéöî åðà

.t úøéöé ìò äéö÷åãðéàá .à .äçëåä.äçëåä.äçëåä
,s′ úøãâä éôì ,íéé÷ ïëìå sub(t;−→x ;−→t ) = ti æà åäùìë 1 ≤ i ≤ n øåáò t = xi íà

A(sub(t;−→x ;−→t ))[s] = A(ti)[s] = s′(xi) = A(t)[s′]
ïëìå s′(y) = s(y) æà x1, . . . , xn -î äðåùä y éùéà äðúùî àåä t íà

A(sub(t;−→x ;−→t ))[s] = A(y)[s] = s(y) = s′(y) = A(t)[s′]
A(sub(t;−→x ;−→t ))[s] = A(c)[s] = cA = A(c)[s′] = A(t)[s′] æà c éùéà òåá÷ àåä t íà
úçðä éôì ,æà íöò úåîù r1, . . . , rm -å éîå÷î-m äìåòô ïîéñ G øùàë ,t = G(r1, . . . , rm) íà

íéé÷ ,äéö÷åãðéàä

A(sub(ri;−→x ;−→t ))[s] = A(ri)[s′] 1 ≤ i ≤ n ìëì (1)
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sub(t;−→x ;−→t ) = G(sub(r1;−→x ;−→t ), . . . , sub(rm;−→x ;−→t )) ,äáöää úøãâä éôì ,íéé÷ ïë åîë
A(sub(t;−→x ;−→t ))[s] = A(G(sub(r1;−→x ;−→t ), . . . , sub(rm;−→x ;−→t )))[s] ïëìå
= GA(A(sub(r1;−→x ;−→t ))[s], . . . ,A(sub(rm;−→x ;−→t ))[s]) íöò íù ìù êøòä úøãâä éôìå
= GA(A(r1)[s′], . . . ,A(rm)[s′]) (1) äéö÷åãðéàä úçðä éôìå
= A(G(r1, . . . , rm))[s′] = A(t)[s′] êøòä úøãâä éôìå
r1, . . . , rm -å éîå÷î-m ñçé òåá÷ R øùàë ,φ = R(r1, . . . , rm) æà úéîåèà äçñåð àåä φ íà .á
åá äø÷îä ìù 'à ÷ìçá äçëåäì éøîâì äîåã äæ äø÷îá äçëåää .(1) íéé÷ ,'à ÷ìç éôì ,æà íöò úåîù

.t = G(r1, . . . , rm)
,1 ≤ i ≤ n ìëì ,φ2-áå φ1-á xi øåáò äáöäì øùë ti ,äáöäì úåøùëä úøãâä éôì ,æà φ = φ1�φ2 íà
øåáò A(sub(φj ;−→x ;−→t ))[s] = A(φj)[s′] íéé÷ ,φ2-å φ1 úåàçñåðä éáâì äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,ïëìå
A(sub(φ1�φ2;−→x ;−→t ))[s] = A(sub(φ1;−→x ;−→t ) � sub(φ2;−→x ;−→t ))[s] ïëì íéé÷ .j = 1, 2
= t�(A(sub(φ1;−→x ;−→t ))[s],A(sub(φ2;−→x ;−→t ))[s]) = t�(A(φ1)[s′],A(φ2)[s′])
= A(φ1�φ2)[s′]

.φ = φ1�φ2 äø÷îá äçëåäì äîåã 'á úçëåä æà φ = ¬ψ íà
íéìéá÷î åììä íéø÷îä éðù .ììåëä åà éùéä úîëä àåä Q øùàë ,φ = Qyψ åá äø÷îá ÷åñòð úòë
∃ àåä Q åá äø÷îä øåáò äçëåää ïî ìá÷ì éãë .∃ éùéä úîëä àåä Q åá äø÷îá ìôèì åðì éã ïëìå éøîâì
.min -á max úà íå÷î ìëá óéìçäì àåä úåùòì êéøöù äî ìë ∀ àåä Q åá äø÷îä øåáò äçëåää úà
y åá äø÷îä ïéáì íéáéöî åðà íøåáò x1, . . . , xn íéðúùîä ãçà àåä y åá äø÷îä ïéá ïéçáäì åðéìò úòë

:íéé÷ äæ äø÷îá .x1, . . . , xn íéðúùîä ãçà åðéà y åá äø÷îá ìôèð äìéçú .åìà íéðúùîî ãçà åðéà
A(sub(∃yψ;−→x ;−→t ))[s] = A(∃y sub(ψ;−→x ;−→t ))[s] äáöää úøãâä éôì
= maxa∈A A(sub(ψ;−→x ;−→t ))

[
s
(y
a

)]
úîàä úøãâä éôìå

ìëì ,ψ-á xi øåáò äáöäì øùë àåä ,äáöäì úåøùëä úøãâä éôì ,ïëì φ-á xi øåáò äáöäì øùë ti-ù ïååéëî
íéôéìçî åðà øùàë ,íéìá÷î åðà ,ψ äçñåðì ñçéá íéé÷ 'á-ù äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,ïëì .1 ≤ i ≤ n

,s
(u
a

)
-á ,s úà

= max
a∈A

A(ψ)
[
s

(
y
a

)(
x1

A(t1)
[
s
(y
a

)] , . . . ,

, . . . ,

xn

A(tn)
[
s
(y
a

)]
)]

(2)

äîùää øùàë äéö÷åãðéàä úçðäî úìá÷úî (2) éë s àìå s
(y
a

)
äîùää íå÷î ìëá äòéôåî (2)-á éë ùéâãð

.s àìå s
(y
a

)
àéä øáåãî äá

åìéà .ψ-á éùôåç àåäù xi-á ÷åñòð äìéçú .1 ≤ i ≤ n ,(2)-á íéòéôåîä íé-xi-á äúò ïðåáúð
íéé÷ ïëì .ti-á òéôåî åðéà y ïëì ,φ-á xi øåáò äáöäì øùë äéä àì t æà t-á òéôåî äéä y äðúùîä

åðéàù xi-á ÷åñòð äúò .A(ti)[s] -á A(ti)
[
s
(y
a

)]
úà (2) -á óéìçäì ïúéðå A(ti)

[
s
(y
a

)]
= A(ti)[s]

úà (2)-á óéìçäì ïúéð ïëìå A(tj)
[
s
(y
a

)]
-á ììë éåìú åðéà (2) ìù êøòä äæ äø÷îá .ψ-á éùôåç

óéìçäì ïúéð 1 ≤ i ≤ n ìëì éë åðéàø êë .A(ti)[s] -á íâ ãçåéîáå A ìù åäùìë øáéàá A(ti)
[
s
(y
a

)]

-ì äååù (2) ïëìå A(ti)[s] -á A(ti)
[
s
(y
a

)]
úà (2)-á

= maxa∈A A(ψ)
[
s
(y
a

) (
x1

A(t1)[s]
,...,
,...,

xn

A(tn)[s]

)]

= maxa∈A A(ψ)
[
s′

(y
a

)]
= A(∃yψ)[s′] = A(φ)[s′] úîàä úøãâäå s′ úøãâä éôìå

φ = ∃xjψ øùàë øîåìë ,x1, . . . , xn íéðúùîä ãçà àåä ,φ = ∃yψ-á y åá äø÷îá ìôèð úòë
äúò äæ åðìôè åá äø÷îä øåáò äçëåäì ãåàî äîåã äæ äø÷î øåáò äçëåää .íééåñî 1 ≤ j ≤ n øåáò
úøãâä éôì ,íéé÷ äæ äø÷îá .íéøçàä íéðúùîä ìù äæî äðåù ãé÷ôú äçëåäá àìîî xj äðúùîäù ÷ø

úîàä úøãâäå äáöää
A(sub(∃xjψ;−→x ;−→t ))[s] æà φ = ∃xjψ íà
= A(∃xj sub(ψ; x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn; t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn))[s]

(3) = maxa∈A A(sub(ψ; x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn; t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn))
[
s
(xj

a

)]
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ïëì .i 6= j ,1 ≤ i ≤ n øùàë ψ-á xi øåáò äáöäì øùë ti äáöäì úåøùëä úøãâä éôì
,s

(xj

a

)
-á ~t-å ~x ,s úà íéôéìçî åðà øùàë ,ψ äçñåðì ñçéá íéé÷ 'á-ù äéö÷åãðéàä úçðä éôì

,t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn -å x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn

A(sub(ψ; x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn; t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn))
[
s

(
xj

a

)]
=

A(ψ)
[
s

(
xj

a

)(
x1

A(t1)
[
s
(xj

a

)] , . . . ,

, . . . ,

xj−1

A(tj−1)
[
s
(xj

a

)] ,

,

xj+1

A(tj+1)
[
s
(xj

a

)] , . . . ,

, . . . ,

xn

A(tn)
[
s
(xj

a

)]
)]

s
(
xi

a

)
äîùää íå÷î ìëá äòéôåî (4)-á éë ùéâãðå øåæçð .(4)-á åìà éðù ïéáî éðùä éåèéáä úà ïîñð

.s àìå s
(
xi

a

)
àéä øáåãî äá äîùää øùàë äéö÷åãðéàä úçðäî úìá÷úî (4) éë s àìå

.ψ-á éùôåç àåäù xi-á ÷åñòð äìéçú .i 6= j ,1 ≤ i ≤ n ,(4)-á íéòéôåîä íé-xi-á äúò ïðåáúð
ïúéðå A(ti)

[
s
(xj

a

)]
= A(ti)[s] íéé÷ ïëì .ti-á òéôåî åðéà xj ïëì φ-á xi øåáò äáöäì øùë ti-ù ïååéëî

ìù êøòä äæ äø÷îá .ψ-á éùôåç åðéàù xi-á ÷åñòð äúò .A(ti)[s] -á A(ti)
[
s
(xj

a

)]
úà (3)-á óéìçäì

A ìù åäùìë øáéàá A(ti)
[
s
(xj

a

)]
úà (3)-á óéìçäì ïúéð ïëìå A(ti)

[
s
(xj

a

)]
-á ììë éåìú åðéà (4)

-á A(ti)
[
s
(xj

a

)]
úà (3)-á óéìçäì ïúéð ,i 6= j ,1 ≤ i ≤ n ìëì éë åðéàø êë .A(ti)[s] -á íâ ãçåéîáå

-ì äååù (3) ïëìå A(ti)[s]

A(ψ)
[
s

(
xj

a

)(
x1

A(t1)[s]
, . . . ,

, . . . ,

xj−1

A(tj−1)[s]
,

,

xj+1

A(tj+1)[s]
, . . . ,

, . . . ,

xn

A(tn)[s]

)]
= A(ψ)

[
s′

(
xj

a

)]

-ì äååù (3)-ù ìá÷ð äúò åðéàøù äî úàå (4)-á ïåéååùä úà óøöð øùàë
maxa∈A A(ψ)

[
s′

(xj

a

)]
= A(∃xjψ)[s′]

:æà úåøùë ïî÷ì úåáöää ìë íà .äð÷ñî 9.24.1äð÷ñî 9.24.1äð÷ñî 9.24.1
.ïë sub(φ;−→x ;−→t ) íâ æà úéâåì úéúéîà äçñåð φ íà .à
.sub(φ;−→x ;−→t ) |= sub(ψ;−→x ;−→t ) íâ æà φ |= ψ íà .á
.sub(φ;−→x ;−→t ) ≡ sub(ψ;−→x ;−→t ) íâ æà φ ≡ ψ íà .â

?åìà úåð÷ñîì úéðåéç àéä úåøùë úåáöääù éàðúä íàä
æà φ(x)-á x øåáò äáöäì øùë àåäå φ(x) -á éùôåç åðéà y íà .ìéâøú 9.25.1ìéâøú 9.25.1ìéâøú 9.25.1

.Qyφ(y) ≡ Qxφ(x)
àéä φ(x) -á x øåáò äáöäì øùë y-ùå φ(x)-á éùôåç åðéà y-ù 'à-á úåùéøãä éúùî úçà ìëù äàøä .á

.úéðåéç

íéúîåëî íéðúùî úôìçä

úàæ íéùåò íà .íéøçà íéðúùîá äçñåðá íéúîåëîä íéðúùîä úà óéìçäì êøåöä øøåòúî íéúòì
úìá÷úîä ,∃z(z Â x) äçñåðì ìùîì .úàæ äôìçäá äðúùî äðéà äçñåðä úåòîùî æà äøéáñ úåøéäæá
äçñåðì åîë úåòîùîä äúåà äðùé ,z äðúùîá y úîåëîä äðúùîä úôìçä é"ò ∃y(y Â x) äçñåðä ïî
íâ åðì úøëåî úàæ äòôåú .x-î ìåãâä åäùî íéé÷ — äðúùî àìì úàæ øîåì ïúéð úéøáòá .∃y(y Â x)
éåèéáä úà ìá÷ð z äðúùîá y äðúùîä úà óéìçð

∫ x
0 y2dy éåèéáá íà .íéìøâèðéàä ìù äáéúëä úèéùî

íéùð .íéúîåëîä íéðúùîä úôìçäì úéìîøåô äøãâä äúò ïúéð .
∫ x
0 y2dy ìù êøòì äååù åëøòù

∫ x
0 z2dz

íöò íù éùôåç äðúùî øåáò åðáöä íù éë äáöä ìò åðøáã íééùôåçä íéðúùîä úà åðôìçä øùàëù áì
åððéà ïàë éë íéðîéñ úôìçä ìò ÷ø íéøáãî åðà ïàë åìéàå äðúùîä ìù åëøòî äðåùä êøò ìá÷ì ìåëéä

.úåòîùîä úà íéðùî

ìù äôìçää úàöåú úà rep(φ;−→x ;−→y ) -á ïîñð .äæî äæ íéðåù íéðúùî x1, . . . , xn åéäé .äøãâä 9.29äøãâä 9.29äøãâä 9.29
ìò äéñøå÷øá úøãâåîä ,y1, . . . , yn íéðúùîá φ äçñåðá x1, . . . , xn íéðúùîä ìù úåúîåëîä úåòôåää

.ïî÷ìãë φ úøéöé
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rep(φ;−→x ;−→t ) = φ æà úéîåèà äçñåð φ íà .à
rep(φ;−→x ;−→y ) = ¬rep(ψ;−→x ;−→y ) æà φ = ¬ψ íà .á
rep(φ;−→x ;−→y ) = rep(ψ;−→x ;−→y ) � rep(χ;−→x ;−→y ) æà φ = ψ�χ íà .â
rep(φ;−→x ;−→y ) = Qy rep(ψ;−→x ;−→t ) æà x1, . . . , xn íéðúùîä ãçà åðéà y øùàë φ = Qyψ íà .ã
rep(φ;−→x ;−→y ) = Qyi sub(rep(ψ;−→x ;−→y ); xi; yi) æà φ = Qxiψ íà .ä
äáöäì øùë yi ,1 ≤ i ≤ n øåáò ,æà φ äçñåðá íéòéôåî íðéàù íéðúùî íä y1, . . . , yn íà .äîì 9.30äîì 9.30äîì 9.30

.rep(φ;−→x ;−→y ) äçñåðá xi øåáò
.9.19.2-á ùåîéù êåú ,φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä

-åðá íéòéôåî íðéàù íéðúùî íä y1, . . . , yn íà .íéúîåëî íéðúùî úôìçä ìò éèðîñä èôùîä 9.31íéúîåëî íéðúùî úôìçä ìò éèðîñä èôùîä 9.31íéúîåëî íéðúùî úôìçä ìò éèðîñä èôùîä 9.31
äðéà "íéùãç" íéðúùîá äçñåðá íéúîåëî íéðúùî úôìçä ,øîåìë ,rep(φ;−→x ;−→y ) ≡ φ æà φ äçñ

.äçñåðä úåòîùî úà äðùî
åà ¬ψ àéä φ íà .rep(φ;−→x ;−→y ) = φ æà úéîåèà äçñåð àéä φ íà .φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä

.äéö÷åãðéàä úçðäî úéãééî òáåð øáãä æà ,x1, . . . , xn íéðúùîä ãçà åðéà z øùàë ,Qzψ åà ψ�χ
,A-ì s äîùäå A äðáîì æà åäùìë 1 ≤ i ≤ n øåáò ,∃xiψ àéä φ íà

A(rep(∃xiψ))[s] = A(∃yi sub(rep(ψ;−→x ;−→y ); xi; yi)) rep úøãâä éôì
= maxa∈A A(sub(rep(ψ;−→x ;−→y );xi; yi))

[
s
(yi

a

)]
úîàä úøãâä éôìå

= maxa∈A A(rep(ψ;−→x ;−→y )
[
s
(yi

a

)( xi

s(yi
a )(yi)

)]
9.30-å äáöää èôùî éôìå

= maxa∈A A(rep(ψ;−→x ;−→y )
[
s
(

yi

a
,
,
xi

a

)]
s
(yi

a

)
(yi) = a -ù ïååéëîå

= maxa∈A A(ψ)
[
s
(

yi

a
,
,
xi

a

)]
rep(ψ;−→x ;−→y ) ≡ ψ -ù äéö÷åãðéàä úçðä éôìå

= maxa∈A A(ψ)
[
s
(xi

a

)]
,8.31 éôì ,æà ψ-á òéôåî åðéà y-ù ïåååéëîå

= A(∃xiψ) úîàä úøãâä éôìå
.min-á max úôìçäá ,∃xiψ àéä φ åá äø÷îá ìåôéèì ääæ ìåôéèä ∀xiψ àéä φ íà

Q1x1Q2x2 . . .Qnxnψ äøåöäî äçñåð øîåìë ,äìçúäá íéòéôåî íéúîëä ìë äá äçñåð .äøãâä 9.32äøãâä 9.32äøãâä 9.32
úøåöáúøåöáúøåöá äçñåðäçñåðäçñåð úàø÷ð ,íéúîë úøñç äçñåð àéä ψ-å úîë àåä 1 ≤ i ≤ n øåáò ,Qi ìë ,n ≥ 0 øùàë
úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá àéä Q1x1Q2x2 . . .Qnxnψ -ù øîàð .(prenex normal form) úéìîøåðúéìîøåðúéìîøåð úîåãé÷úîåãé÷úîåãé÷

.äæî äæ íéðåù x1, . . . , xn íéðúùîä ìë íà ú÷ééåãîú÷ééåãîú÷ééåãî
.∃ úà Q∗-á ïîñð æà ∀ àåä Q íàå ∀ úà Q∗-á ïîñð æà ∃ àåä Q íà .äîì 9.32.1äîì 9.32.1äîì 9.32.1

.¬φ ≡ Q∗
1x1Q∗

2x2 . . .Q∗
nxn¬ψ æà φ = Q1x1Q2x2 . . .Qnxnψ íà
.9.14-á ùåîéù êåú ,n ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä

.íéúîë úøñç sub(φ; ;−→x ;−→t ) íâ æà íéúîë úøñç äçñåð φ íà .à .äîì 9.32.2äîì 9.32.2äîì 9.32.2
.sub(Q1x1 . . .Qnxnφ ; y; z) = Q1x1 . . .Qnsub(φ; y; z) æà y 6= x1, . . . , xn íà .á

.n ìò äéö÷åãðéàá 'á úçëåä
úîåãé÷ úøåöá äçñåðì úéâåì äìå÷ù φ1�f2 æà úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá íä φ2-å φ1 íà .äîì 9.32.3äîì 9.32.3äîì 9.32.3

.úéìîøåð
æàå íéúîë úåøñç ïä φ2-å φ1 k = 0 íà .k-á åðîñðù φ2-å φ1-á íéúîëä øôñî ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä
úåàçñåðä úçà úåçôì æà k > 0 íà .úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá àéä ïëìå ,íéúîë úøñç àéä φ1�φ2 íâ
úåçô ãçà úîë íò ,úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá àéä ψ íâù ïëéä ,Qxψ äøåöä úìòá àéä ,φ1 øîàð ,φ2-å φ1

φ1�φ2 ,øôñá 9.14-á úéâåìä úåìé÷ùä úåàçñåð éôì ,æà φ2 äéðùä äçñåðá éùôåç åðéà x íà .φ1-á øùàî
ψ úåàçñåðá .éîå÷î åã øù÷ àåä ◦-å úîë àåä Q′-ù ïëéä ,Q′x(ψ ◦ φ2) âåñäî äçñåðì úéâåì äìå÷ù
χ äçñåðì úéâåì äìå÷ù ψ ◦ φ2 äçñåðä äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .k − 1 àåä íéúîëä øôñî φ2-å
Q′xχ äçñåðì úéâåì äìå÷ù Q′x(ψ◦φ2) -ì úéâåì äìå÷ùä φ1�f2 äçñåðä ïëìå ,úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá

.úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá àéäù
úøåöá ρ äçñåðì φ1-î øåáòð φ2-á éùôåç x íà .φ2-á éùôåç åðéà x-ù äçðäá äîìä úà åðçëåä êë
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íéúîëä øôñîùå ,φ2-á éùôåç åðéàù äðúùî ìò úîëá äìéçúîä ,φ1-ì úéâåì äìå÷ùä úéìîøåð úîåãé÷
ìò åðéà ρ-á ïåùàøä úîëäù ïååéëîå ,ρ�φ2 -ì úéâåì äìå÷ù φ1�φ2 .φ1-á íéúîëä øôñîì äååù äá
.äéö÷åãðéàä ãòö çëåä êëáå ,úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá äçñåðì úéâåì äìå÷ù ρ�φ2 φ2-á éùôåçä äðúùî
ïëéä ,Qyψ(y) äçñåðì úéâåì äìå÷ù úàæ äçñåð 9.25.1 éôì .Qxψ(x) àåäù φ1-î àöð ρ úà ìá÷ì çãë
úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá äçñåð àéä úàæ äçñåð 9.32.2 øåàì .φ2-á òéôåî åðéàù åäùìë äðúùî àåä y-ù

.ùøãðë àéä ïëìå ,φ1-á íéúîëä øôñîì äååù äéúîë øôñîù
.úéìîøåð úîåãé÷ úøåöá äçñåðì úéâåì äìå÷ù φ äçñåð ìë .ìéâøú 9.32ìéâøú 9.32ìéâøú 9.32
.9.32.3-áå 9.32.1-á ùåîéù êåú ,φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá úàæ çëåä .æîøæîøæîø

íæéôøåîåæéà

úåöåá÷ä íä íééòáèä íéøôñîä åìîøö úøãâä éôì ?íééòáèä íéøôñîä íäî
ìù á÷åòä øîåìë ,d(n) = {n} é"ò äðåúð d á÷åòä úìåòô øùàë ,∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}}, . . .
úåöåá÷ä íä íééòáèä íéøôñîä ïîéåð-ïåô úøãâä éôì .åãáì n úà äìéëîä äöåá÷ä àåä n øôñîä
øîåìë ,d(n) = n ∪ {n} é"ò äðåúð d á÷åòä úìåòô øùàë ∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, . . .
úôñåúá n éøáéà ìë úöåá÷ àåä n øôñîä ìù á÷åòäå åðîî íéðè÷ä íéøôñîä ìë úöåá÷ àåä øôñî ìë
{∅}, {{x}|x ∈ U}, {{x, y}}|x 6= y, x, y ∈ U}, . . . íä íééòáèä íéøôñîä äâøô úøãâä éôì .åîöò n

úúì øùôà .d(n) = {z ∪ {x}|z ∈ n ∧ x /∈ z} àéä á÷åòä úìåòôå íéîöòä ìë úöåá÷ àéä U øùàë
åéìò íéøçåá ,áçøîá åà øåùéîá íééåñî øùé íéòáå÷ù é"ò íééòáèä íéøôñîä ìù úéøèîåàéâ äøãâä
äðåúð á÷åòä úìåòôå ,äàìä ïëå 1 àéä E ,0 àéä O åá íéøôñî øéö åðîî íéøöåéå úåðåù O,E úåãå÷ð
òè÷äå P -ì O ïéá úàöîð n-ù êë OE øùéä ìò P äãå÷ðä àéä d(n) n 6= O øåáòå ,d(O) = E é"ò

.OE òè÷ì óôåç nP

.íéøçà íéáø ãåò ùéå "íééòáèä íéøôñîä äðáî" íùä ìò íéããåîúîä íéðåù íéðáî òáøà ïàë åðéàø
íéðåù íééèîéúî íéèôùî íò íéðåù íééòáè íéøôñîá úåìâåãä úåðåù úåéèîéúî úåìåëñà úåîéé÷ íàä
íéàá ïàë åðàáäù íééòáèä íéøôñîì íéðåùä íéðáîä .úéìéìù àéä úàæ äìàùì äáåùúä ?íäì íéòâåðä
ìù äðáî åúåà ìù íéðåù íé÷úåò ÷ø íäá äàåø ä÷éèîéúîä íìåà ïàë ïäá ïåãð àìù úåøèî úøùì
íéøôñîä ìù úåäîä úìàùá íâ úðééðòúîä äéôåñåìéôì ãåâéðáù àéä êëì äáéñä .íééòáè íéøôñî
íä åìà íéøù÷å ,íäéðéá íéøù÷ä úà àìà íéøôñîä úåäî úà àì áåùçë äàåø ä÷éèîéúîä ,íééòáèä

.åðéàøù úåàîâåãä òáøà ìëá íéååù
øéáòîù äî .åøáç ìù ú÷ééåãî äðåîú àåä ãçàä øùàë íéðáî éðù ïéá íæéôøåîåæéà ìò íéøáãî åðà
äðåîúá íéöåø åðàå úåéäå ,äéö÷ðåô àìà øåà ïø÷ àì äæ éðùä äðáîá åúðåîúì ãçà äðáîá "äãå÷ð"

.úéëøò ãç ãç äéö÷ðåôì íé÷å÷æ åðà ú÷ééåãî

àéä H íà B-ì A-î íæéôøåîåæéààà úàø÷ð H .L äôùì íéðáî B-å A åéäé .íæéôøåîåæéàä úøãâä 9.37íæéôøåîåæéàä úøãâä 9.37íæéôøåîåæéàä úøãâä 9.37
.íéàáä íéàðúä úà úîéé÷îä B ìò A-î úéëøò ãç ãç äéö÷ðåô

RB(H(a1), . . . , H(an)) = a1, . . . , an ∈ A ìëìå ,L-á R éîå÷î-n ñçé òåá÷ ìëì ,n ≥ 1 ìëì .à
RA(a1, . . . , an)
H(cA) = cB L ìù c éùéà òåá÷ ìëì .á
GB(H(a1), . . . , H(an)) = a1, . . . , an ∈ A ìëìå ,L-á G éîå÷î-n äìåòô òåá÷ ìëì ,n ≥ 1 ìëì .â
H(GA(a1, . . . , an))
.A ∼= B íéáúåëå íééôøåîåæéàãä B-å A íéðáîäù íéøîåà åðà æà B-ì A-î íæéôøåîåæéà íéé÷ íà

.ïî÷ì èøåôîë úåìé÷ù ñçé àåä íéðáî ïéá íæéôøåîåæéàä ñçé .äîì9.38äîì9.38äîì9.38
àåä íæéôøåîåæéàä ñçé ïëìå ,åîöò ìò A ìù íæéôøåîåæéà àéä A ìò úåäæä ú÷úòä ,A äðáîì .à

.éáéñ÷ìôø
àåä íæéôøåîåæéàä ñçé ïëìå ,A-ì B-î íæéôøåîåæéà àåä H−1 æà B-ì A-î íæéôøåîåæéà àåä H íà .á

.éøèîéñ
A-î íæéôøåîåæéà àåä JH æà C-ì B-î íæéôøåîåæéà àåä J-å B-ì A-î íæéôøåîåæéà àåä H íà .â
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.éáéèéæðøè àåä íæéôøåîåæéàä ñçé ïëìå ,C-ì
úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéäå úøãâåî H−1 B ìò A ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä H-å úåéä .á .äçëåääçëåääçëåä

.A ìò B ìù
ìá÷ðå a1, . . . , an øåáò H−1(a1), . . . ,H−1(an) áéöð 'à9.37 ìù ïåéååéùá

RB(H(H−1(a1)), . . . , H(H−1(an)) = RA(H−1(a1), . . . , H−1(an))
RB(a1, . . . , an) = RA(H−1(a1), . . . , H−1(an)) øîåìë

. A-ì B-î íæéôøåîåæéà àåä H−1-ù êëì 'à éàðú åäæå
H−1-ù êëì 'á éàðú åäæå H−1(cB) = H−1(H(cA)) = cA úðúåð 'á9.37 ìù ïåéååéùä ìò H−1 úìòôä

. A-ì B-î íæéôøåîåæéà àåä
ìá÷ðå a1, . . . , an øåáò H−1(a1), . . . , H−1(an) áéöð 'â9.37 ìù ïåéååéùá

GB(H(H−1(a1)), . . . , H(H−1(an)) = H(GA(H−1(a1), . . . , H−1(an))
GB(a1, . . . , an) = H(GA(H−1(a1), . . . ,H−1(an))) øîåìë

úðúåð äæ ïåéååéù ìù íéôâàä éðù ìò H−1 úìòôäå
H−1(GB(a1, . . . , an)) = GA(H−1(a1), . . . , H−1(an))

. A-ì B-î íæéôøåîåæéà àåä H−1-ù êëì 'â éàðú åäæå

íéñçéá ,úåöåá÷á ÷ñåò àåä éë ä÷éâåìä ìù âùåî åðéàå éèîéúî âùåî àåä åîöò íæéôøåîåæéàä âùåî
úà øéãâäì åðøçá íðîà) .äôùá ú÷ñåò ä÷éâåìä åìéàå ,äôùá àì ìáà ,íéðáîáå úåöåá÷ä ìò úåìåòôå
âùåî úà øù÷îù äî (.éúåäî àìå éðëè ãòö äéä äæ ìáà ,äôùä úà åëåúá ììåë äðáîäù êë äðáîä âùåî
íéðáî ïéá ïéçáäì äìåëé äðéà äôùäù ,ñâ ïôåàá ,øîåàä àáä èôùîä àåä ä÷éâåìä íò íæéôøåîåæéàä

.íééôøåîåæéà
äîùä s éäúå B-ì A-î íæéôøåîåæéà H éäé ,L äôùì íéðáî B-å A åéäé .íæéôøåîåæéàä èôùî 9.39íæéôøåîåæéàä èôùî 9.39íæéôøåîåæéàä èôùî 9.39

.L ìù x äðúùî ìëì H(s)(x) = H(s(x)) é"ò äðåúðä B-ì äîùää úà H(s)-á ïîñð .A-ì
B(t)[H(s)] = H(A(t)[s]) L-á t íöò íù ìëì .à
B(φ)[H(s)] = A(φ)[s] L-á φ äçñåð ìëì .á
B(φ) = A(φ) L-á φ ÷åñô ìëì ,ãçåéîáå

.íé÷åñô íúåà ÷åéãá íééúéîà íééôøåîåæéà íéðáîáù øîåà äæå
íéé÷ äæå , cB = H(cA) çéëåäì åðéìò æà c éùéà òåá÷ àåä t íà .t úøéöé ìò äéö÷åãðéàá .à .äçëåääçëåääçëåä

.íæéôøåîåæéàä úøãâä éôì
.H(s) úøãâä éôì íéé÷ äæå , H(s)(x) = H(s(x)) çéëåäì åðéìò æà x äðúùî àåä t íà

íéé÷ æàå ,t = G(t1, . . . , tn) íà
B(t)[H(s)] = B(G(t1, . . . , tn))[H(s)]
= GB(B(t1)[H(s)], . . . ,B(tn)[H(s)]) íöò íù ìù êøòä úøãâä éôì
= GB(H(A(t1)[s], . . . , H(A(tn)[s])) äéö÷åãðéàä úçðä éôì
= H(GA(A(t1)[s], . . . ,A(tn)[s])) íæéôøåîåæéàä úøãâä éôì
= H(A(G(t1, . . . , tn))[s]) = H(A(t)[s]) íöò íù ìù êøòä úøãâä éôì
åá äø÷îä úçëåäì ãàî äîåã äçëåää φ úéîåèà äçñåð øåáò .φ äçñåðä úøéöé ìò äéö÷åãðéàá .á
ùîúùð äéö÷åãðéàä úçðäá íù åðùîúùä åá íå÷îá øùàë ,èôùîä ìù 'à ÷ìçá t = G(t1, . . . , tn)

ïëìå φ2-ìå φ1-ì ïåëð èôùîä äéö÷åãðéàä úçðä éôì æà φ = φ1�φ2 íà .'à ÷ìç úàöåúá äúò
B(φ)[H(s)] = B(φ1�φ2)[H(s)]
= t�(B(φ1)[H(s)],B(φ2)[H(s)]) úîàä úøãâä éôì
= t�(A(φ1)[s],A(φ2)[s]) äéö÷åãðéàä úçðä éôìå
= A(φ1�φ2)[s] = A(φ)[s] úîàä úøãâä éôìå
ìù äø÷îäå ,ììåë úîë ìù äø÷îä øåáò ÷ø èôùîä úà çéëåð ,úîë àåä éùàøä äðîéñù φ äçñåð øåáò

íéé÷ æàå ,φ = ∀xψ éë ,ïë íà ,çéðð .ììåëä úîëä äø÷îì éøîâì äîåã éùé úîë
B(∀xψ)[H(s)] = minb∈B B(ψ)[H(s)

(x
b

)
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ïëìå ,B éøáéà ìë ìò øáåò H(a) A éøáéà ìë ìò øáåò a øùàë ,B ìò àéä H-ù ïååéëî
= mina∈A B(ψ)[H(s)

( x
H(a)

)

= mina∈A B(ψ)[H(s
(x
a

)
) H(s)

( x
H(a)

)
= H(s

(x
a

)
) -ù ïååéëîå

= mina∈A A(ψ)[s
(x
a

)
[ s

(x
a

)
äîùäì 'á úà úîéé÷î ψ-ù ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì

= A(∀xψ)[s] = A(φ)[s] úîàä úøãâä éôìå

íéàðúä íéîéé÷å B ⊆ A íà A ìù äðáî úú àø÷ð B .L äôùì íéðáî B=å A åéäé .äðáî úú 9.40äðáî úú 9.40äðáî úú 9.40
.íéàáä

cB = cA L ìù c éùéà òåá÷ ìëì .à
GB(b1, . . . , bn) = GA(b1, . . . , bn) b1, . . . , bn ∈ B ìëìå L ìù G äìåòô òåá÷ ìëì .á
RB(b1, . . . , bn) = RA(b1, . . . , bn) b1, . . . , bn ∈ B ìëìå L ìù R ñçé òåá÷ ìëì .â

ííà B àåä åîìåòù A ìù B äðáî úú íéé÷ æà .B ⊆ A éäúå L äôùì äðáî A éäé .äîì 9.41äîì 9.41äîì 9.41
éùéà òåá÷ ìëì ,øîåìë ,A ìù úåìåòôä úçú äøåâñ àéäå A-á íééùéàä íéòåá÷ä éëøò úà äìéëî B

.GA(b1, . . . , bn) ∈ B b1, . . . , bn ∈ B ìëìå L ìù G äìåòô òåá÷ ìëìå ,CA ∈ B L ìù
c éùéà òåá÷ ìëì íéé÷ äðáîä úú âùåî úøãâä éôì ,æà A ìù äðáî úú àåä B íà ,ãçàä ïååëá .äçëåääçëåääçëåä

b1, . . . , bn ∈ B -å L ìù G äìåòô òåá÷ ìëìå ,cA = cB ∈ B L ìù
.GA(b1, . . . , bn) = GB(b1, . . . , bn) ∈ B

A ìù úåìåòôä úçú äøåâñ àéäå A-á íééùéàä íéòåá÷ä éëøò úà äìéëî B-å B ⊆ A íà ,éðùä ïååëá
äðáî úú åäæù øåøáå ,RB-å GB ,cB úøãâä úåòöîàá B äðáîä ìù äøãâä 'â-'à9.40-á úåàøì ïúéð æà

.A ìù
úà ÷åéãá ïééöì åðéìò øçà éèîúî äðáî ìù äðáî úú àåä ãçà éèîúî äðáîù íéøîåà åðà øùàë .9.429.429.42
øúåé äáçø äôùá íìåò åúåà íò A′ äðáîì øåáòð íàå B ìù äðáî úú àåä A äðáîù ïëúé éë ,äôùä
,ìùîì .A′ ìù úåôñåðä úåìåòôä úçú øåâñ åðéà B ìù B éë B àåä åîìåòù äðáî úú ïéà A-ìù ïëúé
íéøôñîä äðáî ìù äðáî úú àåä 〈N, 0,+〉 íééòáèä íéøôñîä äðáî u-å 0 íä äéòåá÷ù äôùì
ïäù íéîìùáå íééòáèá øåáéçä úåìåòô úà +-á ïàë åðîéñ ,ä÷éèîúîá ìáå÷îë( 〈Z, 0, +〉 íéîìùä
ïéà 〈Z, 0, +,−〉 äðáîì úàæ úîåòì .)íéðåù ïäìù äøãâää éîåçú éë úîééåñî äãéîá úåðåùä úåìåòô
úçú äøåâñ äðéà íééòáèä íéøôñîä úöåá÷ éë N íééòáèä íéøôñîä úöåá÷ àåä åîìåòù äðáî úú

.øåñéçä úìåòô
úéëøò ãç ãç äéö÷ðåô àéä H íà B-á A ìù ïåëéùùù úàø÷ð H .L äôùì íéðáî B-å A åéäé .äøãâä 9.43äøãâä 9.43äøãâä 9.43
ìò çøëäá äðéà H-ù êëì èøô 9.37-î B ìò A ìù íæéôøåîåæéàä ìù íéàðúä úà úîéé÷îä B -ì A-î

.B
.B-á A ìù ïåëéù àåä B ìò A ìù íæéôøåîåæéà ìë .à .äîì 9.44äîì 9.44äîì 9.44

.B ìù äðáî úú ìò A ìù íæéôøåîåæéà àåä H ííà B-á A ìù ïåëéù àåä H .á


